Matematica Discreta

Practico 2: Conjuntos y Funciones

1. Indique cudles de los siguientes conjuntos son iguales a {1,2,3}:

A={3,21} B=1{321,23} C={reZ|s”<9} D =NnN(-0c0,7/2

2. Para el conjunto X = {t,{t}} determine el valor de verdad (V o F) de cada una de las

siguientes afirmaciones:
o {ex [] nxcx[] o{ex[] d{cx ][]
g0cx [ n{rex ] ooex[] n{{cx ]
3. Establezca el universo como el conjunto U = {1,2,3,...,10}. Sean
A={1,4,7,10}, B =1{1,2,3,4,5} y C=1{2,4,6,8}.
Encuentre los siguientes conjuntos:!
a) AUB b BNC ¢ A-B dB-A A HU )0
h) BNn® i) BNU j)AUD k) AuU
) An(BUC) m) BN (C — A) n) ANBUC o) (AUB)—(C — B)
p) BAC @ AANA  r)AANA  s)AANU  t)AAD
4. Dibuje un diagrama de Venn y sombree el conjunto indicado en cada caso.
a) A-B b)) (AUB)-B ¢ AAB d)BnCUA
e) (CNA)-B-A)nC f) (B=C)u((B-A)n(CUB))

5. Considere tres programas de television: A, B y C. Una encuesta de 151 personas reveld
que 68 ven A, 61 ven B, 52 ven C, 16 ven tanto A como B, 25 ven Ay C, 19 ven By C,

y 26 no ven ninguno de estos programas. ;Cuantas personas ven los tres programas?

6. Para todos los conjuntos A y B se cumple que
|AU B| = |A|+ |B| - |ANn B].

a) Argumente la validez de esta férmula.

b) Deduzca una féormula similar para |A U B U C| que se cumpla para todos los conjun-
tos A, By C.

!Definicién: La diferencia simétrica de dos conjuntos X e Y es el conjunto

XAY={z|zeXUY y z¢XNY},

es decir, consiste de todos los elementos que pertenecen a X o a Y pero no a ambos.
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7. Dado el conjunto A = {«, 8,7}

a) {Cudntos elementos tiene el conjunto potencia (o conjunto de partes) de A?

b) Liste los elementos de P (A).

d

)
)
¢) ;Cudntos subconjuntos propios tiene A?
) ¢ Cuaéles son los subconjuntos propios de A?
)

e) Liste todas las particiones de A.2

8. Sean X ={1,2,3}, Y ={a} y Z = {«a, B}. Describa por eztension (listando sus elemen-

tos) cada uno de los siguientes conjuntos:
a) X xY b)Y x X
(;Tienen X x Y e Y x X igual nimero de elementos? ;Son conjuntos iguales?)

c) X xZ d) Z x Z e) X XY xZ HY XX XY xZ

9. Use induccién matematica para argumentar que si X7, Xo, ..., X,, son conjutos finitos,

entonces
|X1 X X9 X ... X Xn| = |X1| . |X2| S |Xn| .

10. Utilice induccién matematica para probar que si X1, Xo, ..., X,, y X son conjutos, entonces

) XiNXoN.. NX, =X UXpU..UX,.

11. En cada uno de los siguientes items, si la afirmacién es verdadera, pruébela; si no lo es,
muestre su falsedad exhibiendo un contraejemplo. En todos los casos suponga que los
conjuntos X, Y y Z estan incluidos en el universal & y que el universo para productos

cartesianos es U x U.

a) Para todos los conjuntos X e Y, X es un subconjunto de Y o Y es un subconjunto

de X.
b) XN(Y —=2)=(XNY)—(XNZ) para todos los conjuntos X, Y y Z.
c) XN(Y xZ)=(XNY)x (XNZ) para todos los conjuntos X, Y y Z.

2El ntimero de particiones de un conjunto de n elementos estd dado por el n—ésimo ntiimero de Bell. Los

nimeros de Bell, comenzando con By = By = 1, satisfacen la siguiente férmula recursiva:

n n
Bn+1zz<k>3k (n=1,2,..),

k=0
n n!
< k ) ~ K (n—k)

indica la cantidad de subconjuntos de k elementos no repetidos, elegidos entre los n dados, que pueden formarse.
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NY C X para todos los conjuntos X e Y.

NY C Y para todos los conjuntos X e Y.

)
)
f) (XNY)u(Y —X) =Y para todos los conjuntos X e Y.
) xY = X x Y para todos los conjuntos X e Y.
) X x0=

() para todo conjunto X.

12. Pruebe que si A, B 'y C son conjuntos que satisfacen A A C' = B A C, entonces A = B.

13. Considere los siguientes conjuntos de pares ordenados:
I{(l,oz 1 (2,0),(3,7),(4,8)}
a),(3,8),(4,7),(2,9)}

)
={(1,7), (2,
c={(17),(29),3,a),(45)}
d={(1,9),(2,0),(4a)}
e=1{(1,0),(2,5),(3,6),(40)}

Para cada uno de ellos:

(i) Dibuje el correspondiente diagrama de flechas entre los conjuntos X = {1,2,3,4} e

Y ={«,5,7,0} v determine si define una una funcién de X a Y.

(ii) Si la respuesta en (i) es afirmativa, indique su dominio y su rango y determine si se

trata de una funcién inyectiva, suprayectiva o ambas (biyectiva).

(iii) Si es una funcién biyectiva, describa la funcién inversa como un conjunto de pares
ordenados, dibuje el correspondiente diagrama de flechas e indique su dominio y su

rango.

14. A partir de la funcién
f(x) = 2%
de X ={-3,-2,-1,0,1,2,3} a Z:3

a) Escriba a f como un conjunto de pares ordenados por comprension.
b) Escriba a f como un conjunto de pares ordenados por extension.
c¢) Dibuje el diagrama de flechas de f. jEs f uno a uno? ;Es f sobre?
15. A partir de la funcién
f (z) = 42 mod 6,
de X ={0,1,2,3,4,5} en si mismo:

a) Escriba a f como un conjunto de pares ordenados por comprension.

b) Escriba a f como un conjunto de pares ordenados por extension.

37 denota al conjunto de todos los ntimeros enteros.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

¢) Dibuje el diagrama de flechas de f. jEs f uno a uno? {Es f sobre?

Grafique cada una de las siguientes funciones con dominio R:*

Pruebe que si f es una funcién uno a uno y sobre de X a Y, entonces
{(y,2) | (z,y) € f}
es una funcién uno a uno y sobre de Y a X.

En cada caso, si la afirmacion es verdadera para todos los niimeros reales x, pruébela; de

otra manera, dé un contraejemplo.

a) [z+3] =[z]+3
b) [z +y)=lz] + |v]

Considere las siguientes funciones con dominio R:
a) f(z) =6z —9 b) f(z) =32 +1 c) f(x)=22"—4 d) f(x) =senx

e) flo)=3"=2  7f) f(z)=

Para cada una de ellas:

x
1+ 22

(i) Determine si es uno a uno (inyectiva) y demuestre su respuesta.

(ii) Determine si es sobre (suprayectiva) en el conjunto de los niimeros reales y demuestre

su respuesta.

Las funciones siguientes son uno a uno en el dominio especificado X.% Si se hace Y =
rango (f) se obtiene una biyecciéon de X a Y. Encuentre la funcién inversa de cada una

de ellas.

a) f(z)=42> -5, X =R b)f(x):3+%,X:R—{0}

¢) f(x)=3logy,r, X =R"T d) f(z)=6+2"" X=R
Sean X ={1,2,3}, Y ={a,b,c,d} y Z = {w,x,y, z}. A partir de las funciones

g = {(17 b) ) (27 C) ) (37 a’)}

de XaYy
[ = {(a,x),(b,x),(c, Z)?(daw)}

de Y a Z, escriba f o g como un conjunto de pares ordenados y dibuje su diagrama de

flechas.

4R denota al conjunto de todos los niimeros reales.
SR* denota al conjunto de todos los niimeros reales positivos.
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22.

23.

24.

25.

26.

Sean f, g y h funciones de N a los subconjuntos de N definidos por las ecuaciones®

f(n)=n? g(n)=2" h(n)=3n—1.
Encuentre las composiciones fog, go f, goh, hohy fohog.

Sean f y g funciones de R™ a los subconjuntos de R definidos por las ecuaciones

fl)=|22], g(x)=2"

Encuentre las composiciones fo f, gog, fogy go f.

En cada caso, descomponga la funcién F' en dos funciones mas sencillas f y g tales que

fog=F.

a) F(x) =5

222

b) F(x)= 2senx

En cada caso, descomponga la funcién F' en tres funciones més sencillas f , g y h tales

que fogoh=F.

a) F(z)= (34 senz)*
b) F(z) = —

(cos 6z)3

Sea g una funcién de X a Y y sea f una funciéon de Y a Z. Para cada una de las siguientes

afirmaciones, si es verdadera, demuéstrela; en otro caso, proporcione un contraejemplo.

a) Si f esuno a uno, f o g es también uno a uno.

S

) Si g esuno auno, f o g es también uno a uno.

O

) Si fy gsonuno a uno, fog estambién uno a uno.

SH

) Si f es sobre, fog es también sobre.

) Si g es sobre, f o g es también sobre.

3

—

) Si fy g son sobre, fog es también sobre.

) Si fogesuno a uno, entonces f es uno a uno.

IS NS

) Si fogesuno a uno, entonces g es uno a uno.

1) Si f o g es sobre, entonces f es sobre.

)
7)

Si f o g es sobre, entonces g es sobre.

SN denota al conjunto de todos los niimeros enteros positivos, llamados nimeros naturales.



27. Sea
9=1{1a),2,¢0),(3,0)}
una funciéon de X = {1,2,3} a Y = {a,b,¢,d}. Sean S = {1}, T = {1,3}, U ={a} y
V = {a,c}. Encuentre g (S), g(T), gt (U) y g (V). 7

28. Sea f una funciéon de X a Y. Pruebe que f es inyectiva si y sélo si
f(ANB) = f(A)Nf(B)
para todos los subconjuntos A y B de X.

29. Sea f una funciéon de X sobre Y. Sea

S={f"{yh|lyev}.

Demuestre que S es una particion de X.

30. Pruebe las siguientes propiedades de la funcién cardcteristica: ®

a) Cx (z) = Cx (z) para todo x € U.

b) Cxpry () = Cx (z) Cy (z) para todo x € U.

¢) Cxuy (x) = Cx (z) + Cy () — Cx () Cy (x) para todo = € U.
d) Si X CY entonces Cx (x) < Cy (z) para todo x € U.

31. Sea U un conjunto universal. Pruebe que la funcién f de P (U) al conjunto de funciones

caracteristicas en U,

es una biyeccion.
32. En cada item de (a) a (d), considere la funcién f definida en X x X.
(i) Determine si f es un operador binario en el conjunto X. Justifique su respuesta.

(ii) En caso de ser f un operador binario en X, analice si es conmutativo. ?

a) flz,y)=o—y, X={1,2,3,...}
"Definicién: Si f es una funcién de X aY, AC Xy BCY,

fA)={f(x)|zeA} v f1(B)={reX]|f(z)€B}.

f(A) es la imagen de A bajo fy f~1(B) es la imagen inversa de B bajo f.
8Definicién: Sea U un conjunto universal y sea X C U. La funcién

1 sizeX
C —
x (@) {Osil‘¢X

se llama funcion caracteristica de X en U.
9Nota: El operador binario f en es conmutativo si f (z,y) = f (y,x)Va,y € X.



b) f(z,y)=2Uy, X =P{1,2,3,4})
c) f(x,y)=x/y, X ={0,1,2,...}
d) f(z,y)=2>+y*—2y, X ={1,2,..}



